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Direct Method o f  Calculating Shielding Constants 

Atoms or Ions with 3-10 Electrons in their Ground State 

The experimental Slater's rules indicate the elementary S,,~ contribution of each electron to the 
whole shielding constant a,~~ ~. 

A straightforward way of calculating the elementary shielding constants S~b is described. According 
to this method, the results obtained for the elements of the second line of periodic system, are some- 
times different of those found by Slater as regards the elementary shielding constants S.b, but the 
whole shielding constants aa~.~) are equivalent. 

Les r6gles exp6rimentales de Slater donnent la contribution 616mentaire Sob de chaque ~lectron 
la constante d'6cran globale a,~.0. 

Une m6thode directe de calcul des constantes d'~cran ~lbmentaire S.b est propos6e. Les r6sultats 
obtenus pour les 61ements de la deuxi6me ligne du tableau p6riodique, montrent parfois une divergence 
avec ceux de Slater en ce qui concerne les constantes 61~mentaires Sob , mais les constantes globales 
a~(.~ sont 6quivalentes. 

Die yon Slater empirisch gewonnenen Regeln geben den elementaren Beitrag Sob jedes Elektrones 
zur Gesamtabschirmkonstante a.(,o an. 

Eine direkte Methode zur Berechnung der elementaren Abschirmkonstanten Sob wird vorge- 
schlagen. Die den Elementen der zweiten Reihe des periodischen Systems entsprechenden Ergebnisse 
weichen manchmal von den Slaterschen in bezug auf die elementaren Konstanten S,b ab, doch sind 
die Gesamtkonstanten cr, l.~) iiquivalent. 

Introduct ion 

U n e  des bases essentielles de r6 tude  des structures 61ectroniques des mol6cules, 
est la d6 te rmina t ion  des charges effectives des orbitales atomiques.  Dans  ce bu t  
on appl ique  tr6s g6n6ralement  encore au jou rd 'hu i  les r6gles de Slater [8]. 

C'est en 1930 que Slater pa r t an t  du  fait que le th6or6me du Viriel devait  6tre 
respect6 dans  le cas des a tomes et des ions proposa  pour  calculer leur 6nergie 
totale dans  des configurat ions  vari6es, la formule:  

1 (Z - a~.l)) 2 (u. a.) 

= -5-y  n *2 

ainsi que les r6gles tr+s simples, d 'or igine pu remen t  experimentale,  pe rmet tan t  

de calculer la charge effective Zef f = Z -  o-~, o. 
Compte  tenu du  fait que l 'on  doit  pouvoi r  traiter l ' a tome isol6 dans  l 'approxi-  

mar ion  du  champ central  et s ' inspi rant  des solut ions obtenues  dans  le cas de l ' a tome 
d 'Hydrog6ne,  Slater suggera [8] 6galement de ddcrire chaque fonction d 'onde  
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atomique de base fi partir d'expression du type 

~(.Zm) = r"- i e x p ( -  Zeffr/n) Ytm(o, cp) 

les charges effectives 6tant d6termin6es par les r6gles pr6c6dentes. 
Les orbitales atomiques de ce type bien que les plus utilis6es ne sont toutefois 

pas les seules; les fonctions radiales gaussiennes qui donnent des calculs beaucoup 
plus simples dans le cas des int6grales polycentriques sont d6sormais d'un usage 
courant [1]. 

Bien entendu de nombreux travaux relatifs/t l'6valuation des charges effectives 
ont 6t6 entrepris. Citons en particulier, ceux de Pauling et Sherman [6] et ceux 
tr6s r6cents de Clementi et Raimondi [3] d'une part, de Sureau et Berthier d'autre 
part [10]. Ces derniers ont utilis6 la m6thode de perturbation de Layzer [5] pour 
6valuer, en tenant compte de l'interaction de configuration, les param6tres d'6cran 
o-(,z) ind6pendants de la charge du noyau. Ces param6tres sont donc les m~mes 
pour tousles ions ou atome d'une s6rie iso61ectronique donn6e, mais d6pendent 
par contre de la structure particuli6re (moment angulaire total, multiplicit6...) de 
chaque etat. 

Clementi et Raimondi eux, ont 6tabli des relations permettant d'obtenir 
les constantes d'6cran relatives aux orbitales du type de Slater ls, 2s, 2p, 3s, 3p, 
3d, 4s, et 4/) d'atomes neutres dans leur 6tat multiplet le plus stable. Ces relations 
ont 6t6 obtenues indirectement puisque d6duites de ranalyse des Zef f d6termin6s 
en minimisant l'expression de l'6nergie des atomes. Cette m6thode n'est pas sans 
inconvenient. En effet par suite des propri6t6s des extremums, la d6termination 
des charges effectives donc des a~.z) n'est pas tr6s pr6cise, et de plus d6duire la 
contribution de chaque 61ectron aux constantes d'6cran par analyse d'une s6rie 
de valeurs des @,t~ est un travail peu rigoureux et m~me pour une bonne part 
assez subjectif. 

De plus ces relations n'explicitent, pour le calcul de la constante d'6cran ~r~,t) 
que la contribution des 61ectrons d6crivant des orbitales ZI,,, r) 6quivalentes et 
exterieures (n' > n; l' >/) ,  les autres 61ectrons 6tant consid6r6s globalement. Ainsi 
pour rorbitale 2p, par exemple, Clementi et Raimondi proposent: 

o-(2p) = 2,5787 + 0,3326(2p - 1) - 0,0773 (3s) - 0,0161 (3p + 4s) - 0,0048 (3d) 
+ 0,0085 (4p) 

relation dans laquelle n'intervient pas individuellement la contribution des 
61ectrons ls et 2s. 

Or dans les m6thodes de calcul relatif aux mol6cules il convient, dans la 
d6termination des Zeff, de tenir compte 6ventuellement des d6placements de 
charges. Le r6ajustement ne peut se faire qu'it la condition de connaitre la contri- 
bution de chaque 61ectron it la constante d'6cran. Notre but sera donc, ~t l'image 
des r6gles de Slater de d6terminer ce que nous appellerons les constantes d'~cran 
~lOmentaire Sab, Sab d6signant l'effet d'6cran de l'61ectron associ6 /l l'orbitale b 
sur l'61ectron d6crit par l'orbitale a. 

Mais alors que g6n6ralement les constantes d'6cran 616mentaires sont d6duites 
soit de l'experience [8, 9], soit des charges effectives calcul6es [3], nous nous 
proposons de les d6terminer directement par le calcul. 
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Principe de la m~thode 

Soit ~ la fonction d'onde totale du syst~me 61ectronique dans un 6tat multiplet 
d6termin6, suivant Slater [7] nous poserons: 

1 

~z d6signant un d6terminant de Slater construit i~ partir d'une s6rie minimale de 
fonctions spin-orbitales mono~leetroniques et orthonorm6es ~ ,  de charge effective 

Z e f f a ~ - Z - ( T a ( n l ) : Z  - ~,Sar , r ~ a .  
r 

Par suite de la sym6trie sph6rique de l'atome, pour un Otat donnd, a,t,~ ) n'est 
fonction que des hombres quantiques nl de Za alors que S,r n'est fonction que des 
hombres quantiques nl de Za et n'l' de Zr. Pour rappeler ce fait, nous noterons si 
n6cessaire S,r(,z,,,r). Notons bient toutefois que ceci signifie uniquement que 
pour un 6tat donn6 d'une certaine configuration, toutes les constantes d'6cran O-2p 
par exemple, sont 6gales quels que soient les hombres quantiques magn6tiques 
et de spin des orbitales 2p et que toutes les constantes d'6cran 616mentaire S2sEp sont 
6gales quels que soient les hombres quantiques magn6tiques et de spin des orbitales 
2s et 2p, sans pour autant impliquer que pour un autre 6tat de la m~me configu- 
ration O'2p et S2s2p conservent les m~mes valeurs. 

Vu les limites de la pr6sente 6tude (configurations ls22s"2p v dans leur 6tat 
le plus stable) les orbitales orthonorm6es de base choisies sont: 

= ~ (Zeffis) 3/2 exp  ( - - Z e f f  i s" r) ls 

2s = A ~ (Zeff 2~) 5/2 r exp ( -  Zef f 2~" r/2) + B ~ Z' 3/2 exp ( -  Z' .  r), 
~VoTc V~ 

1 
2p(m = O) = ~ (Z elf z p)5/2 r exp(-Z~ff  2p" r/2) cos 0, 

2p(m = +_ 1) = ~ (Z~ff2p) 5/2 r exp ( - Z~ff2 p �9 r/2). Sin 0 exp (+ i~p). 
oV ,~ 

Remarques 

L'orbitale 2s combinaison lin6aire d'une orbitale 2s du type de Slater et d'une 
orbitale du type ls n6cessite quelques pr6eisions. 

1. Les coefficients A et B sont calcul6s en 6crivant que l'orbitale 2s est norm6e 
et orthogonale/~ la ls. 

2. Z'  est d6termin6 en appliquant ~t l'ensemble du cort6ge 61ectronique le 
th6or6me du viriel: 

V 
- - - = T = - E .  

2 

3. Enfin et surtout, alors que les orbitales ls et 2p du type hydrog6noide ne 
sont fonction que d'un seul Zeff, l'orbitale 2s de par sa nature ne peut pr6senter 
cette propri6t6. D6s lors, il peut sembler paradoxal de d6finier la charge effective 
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Zefra = Z -  ~ Sat, r # a, dans le cas de l'orbitale 2s alors que l'expression de cette 
r 

orbitale montre qu'en fait, elle est fonction de deux exponentieUes diff6rentes. 
Mais si nous comparons les 6nergies relatives ~ nos orbitales 2s orthogonales 

aux ls, aux 6nergies relatives aux orbitales 2s du type de Slater de m6me Zeff2s, 
nous constatons que: 

les 6nergies potentielles sont tr6s voisines (quelques % d'6cart), 
les 6nergies cin6tiques sont tr6s diff6rentes. 

Ces faits sont tr6s importants, car notre d6termination des constantes d'6cran 
616mentaire 6tant bas6e sur des relations ne faisant intervenir, comme nous le 
verrons, que des 6nergies potentielles, nous pouvons,  sans risque de grandes 
erreurs, nous permettre de d6finir la charge effective Z~ff 2s de l'orbitale 2s ortho- 
gonale ~ ls par la m~me relation que pour  les autres orbitales hydrog6no~des, 
~t savoir Zeffa = Z - 2 Sat, r ~ a, en notant  bient toutefois que dans ce cas parti- 

culier Z r  s est relatif en toute r igueur/ t  l 'orbitale 2s du type Slater constituant 
l'orbitale 2s orthogonale ~t ls. 

Ceci dit, l'expression de l'6nergie associ6e/~ la fonction d'onde �9 s'6crit: 

( ~  IHI ~ ) ,  

avec H = " 2 -  Vi2 - ~-i ~'~) ru 

la seconde sommation portant  sur les paires (ij). 
Pour  d6terminer les constantes d'6cran 616mentaire S,, par le calcul plusieurs 

voies s'offrent/~ nous: 
1. D6terminer les Z~r r en minimisant l'6nergie de l'6tat consider6 par rapport  

g ces Z~rf, puis d6duire des valeurs ainsi obtenues les diff~rents S,~. Mais comme 
nous l'avons d~j/~ dit cette m6thode est peu pr6cise et pour une bonne part sub- 
jective. 

2. D6terminer directement les constantes d'6cran 616mentaires S,~ en mini- 
misant l'6nergie de r6tat consid6r6 par rapport  /~ ces constantes d'6cran elles 
m~mes. Cette m6thode tr~s longue et peu facile/t  mener / t  bien, v u l e  nombre 
important des constantes d'6cran ~16mentaire (9 pour  une configuration du type 
ls22sZ2p ~ avec v >= 2) n'a pas 6te non plus retenue. 

3. D6terminer, toujours directement, les constantes d'6cran 616mentaires mais 
en at tr ibuant/ t  la notion d'6cran un sens physique, c'est-~-dire en admettant que 
pour chaque 61ectron d6crivant une fonction spin orbitale )~, nous pouvons sans 
modifier l'6nergie du syst~me 61ectronique dans un 6tat d~termin6, omettre la 
pr6sence des autres 61ectrons/t condition de remplacer la charge du noyau par 
une charge effective 

Zef fa=Z-~a(nl )~ .~ .Z  - Z S a r ,  r ~ a ,  

propre / t  chaque orbitale. 
Dans ces conditions l 'hamiltonien du syst6me 61ectronique peut s'6crire aussi: 

1 
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D6s lors en 6crivant que l'6nergie est la m~me pour les deux expressions pos- 
sibles de l'hamiltonien, nous obtenons: 

Nous remarquerons imm6diatement que l'6galit6 (1) est 6videmment insuf- 
fisante pour d6terminer sans ambiguit6 routes les constantes d'6cran a(,z), et ~t 
fortiori routes les constantes d'6cran 616mentaire S,r(,z,,'r). 

Mais compte tenu du fait que nous avons pos6: 

z 
~z d6signant r6p6tons le, un d6terminant de Slater construit / t  partir d'une s6rie 
minimale de fonctions spin-orbitales mono61ectroniques et orthonorm6es Xa, 
la partie droite de l'6quation (1) peut s'6crire: 

(i j) l m 

Le d6veloppement des termes diagonaux 

• 
(i j) \ Fij 

correspondant h l --- m, conduit / t  une somme d'int6grales bi61ectroniques, chaque 
int6grale contenant seulement deux fonctions spin-orbitales. Nous avons donc 
dans ce cas: 

(i j)  (ab) 

off les indices a et b varient sur toutes les fonctions spin-orbitales du d~terminant ~ .  
Par contre le d6veloppement des termes non diagonaux 

conduit / t u n e  somme d'int6grales bi61ectroniques, chaque int6grale pouvant 
contenir plus de deux fonctions d'espaces diff6rentes. Ce dernier fait nous interdit, 
d'une fa~on g6n6rale, de d~velopper le deuxi~me membre de l'6quation (1) unique- 
ment sous la forme d'une combinaison lin6aire de J,b et K,b. 

Toutefois, en utilisant la nomenclature de Slater, nous pouvons d6velopper 
la partie droite de (1) en une combinaison lin6aire de termes tels que Fk(nl, nT) et 
Gk(nl, nT). 

Ce d6veloppement peut 8tre ordonn~ de fa~on ~t grouper les fonctions F et G 
relatives /~ une paire bien d6termin6e (nl, nT). Chaque groupe sera d6sign6 par 
E(nl, nT) avec 

E(nl, nT) = ~ (AkFk(nl, nT) + Bk Gk(nl, nT)) . 
k 

1 Dans  le cas off tous les  61eetrons sont 6quivalents, c'est-~t-dire ont  mame n e t  l, a(. wes t  constant  
quel que soit i e t  peut ~tre sorti du  signe Z, la relation (1) s'6crit alors: 

1 ~ = ~  4~ 1 . 

Nous  obtenons donc la m~me relation que  celle 6tablie par Hansen [4]. 



64 L. Pujol et J.-C1. Simon: 

A k et B k 6tant des coefficients num6riques que nous pouvons d6terminer/t partir 
de tables [-7]. E(nl, nT) repr6sente done l'6nergie d'int6raction 61ectronique entre 
les 61ectrons d6crivant les orbitales de nombres quantiques nl et les 61ectrons 
d6crivant les orbitales de nombres quantiques nT. Bien entendu, nous pouvons 
avoir nT= nl, auquel cas E(nl, nl) repr6sente l'6nergie d'int6raction 61ectronique 
entre les 61ectrons d6crivant les orbitales de nombres quantiques nl. 

Dans ces conditions, le second membre de la relation (1) peut s'6crire sous 
la forme: 

(i j)  (nl, n'l') 

Montrons maintenant que nous pouvons d6velopper la partie gauche de la 
relation (1) sons une forme analogue. 

�9 r i  i z m 'i �9 r~ 

~l d6signant un d6terminant quelconque de 4. 
Le d6veloppement de ~Pg sur les fonctions spin-orbitales de base conduit •: 

soit encore, en explicitant o-.t.~ / = ~ S..(.z,.,r) 
r :~a 

a r ~ a \  ri  

Comme S,r n'est fonction que des nombres quantiques nl de Za et nT de Zr, 
nous pouvons 1~ encore, ordonner notre d6veloppement en groupes, chacun 
deux contenant, d'une part toutes les fonctions spins-orbitales de nombres quanti- 
ques nl (ces orbitales seront not6es Xk), et d'autre part toutes les fonctions spins- 
orbitales de nombres quantiques nT (ces orbitales seront not6es )~). Chaque 
groupe ne contiendra donc que des termes fonctions d'une paire bien d6termin6e 
(nl, nT); de ce fait nous pourrons le d6signer par W(nl, nT) avec 

(nl) (n'l') 

relation darts laquelle Sk~ et S~k ont chacun une valeur d6termin6e quelle que 
soient les orbitals )~k et Za- 

Le premier membre de l'6quation (1) peut donc se mettre sous la forme 

z(4 4/= z 
i \ I r i  I / (nl, n 'r)  

Dans ces conditions, la relation (1) peut s'6crire 

Z W(nl, nT) = Z E(nl, n'r). (la) 
(nl,n'l ') (nl, n'l') 

Les deux membres de cette relation (la) sont deux formes diff6rentes d6crivant 
une mSme chose (6nergie d'int6raction 61ectronique); de plus, cette relation 
subsiste quel que soit le hombre de paires (nl, nT). Puisqu'il enes t  ainsi nous 
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pouvons poser l'6galit6 des termes, de chaque membre, relatifs h chaque paire 
(nl, n'l'). Nous obtenons ainsi une s6rie de relations. 

W(nl, nT) = E(nl, n'l') 
soit encore 

+ =E(nl ,  n'l'). (2) 
(nl) (n'l') 

Les 6nergies E(nl, n'l') peuvent ~tre exprim6es analytiquement en fonction 
uniquement des constantes d'6cran tr. Comme a est fonction des Sk~, l'ensemble 
des relations (2) d6finit un syst6me d'6quations, les inconnues 6tant les constantes 
d'6cran 616mentaire Sk~. Comme nous le verrons par la suite, ce syst~me d'6quations 
ne permet pas encore le calcul de tous les Sk~. 

Les relations (2) sont de deux types suivants que nl = n'l' ou nl v~ n'l'. 
1. Dans le cas o13 nl = n'l', le groupe des fonctions spin-orbitales Xk et le groupe 

des fonctions spin-orbitales X~ sont confondus. 
Nous avons alors Sk,  ~ -~- S~, k = Skk  = S(nl,nl) ,  

Z e f f k  ~--- Zeff,~. = Z e f f ( n l  ) 
et par suite 

Dans ces conditions, les relations (2) correspondantes peuvent s'6crire: 

2~k(Z~k~Z~k)=E(nl, nl), 
(nl) 

soit encore en d6signant par mle  nombre d'61ectrons d6crivant les orbitales de 
nombres quantiques nl 

m(m-t) (z~, ~ ;ti,~) = E(nl, nl). (3) 

Si les orbitales atomiques sont hydrog6noides, chaque membre est pro- 
portionnel h Zoff(,~) qui s'61imine donc. Les 6quations (3) permettent alors de 
d6terminer les constantes d'6cran 616mentaire du type S(,~,,~) [-4]. 

Si les orbitales ne sont pas hydrog6noides (cas de l'orbitale 2s) Zeff(nl ) n e  

s'61imine plus, un proc6d6 it6ratif portant sur l'ensemble des relations (2) est 
n6cessaire. 

2. Dans le cas o/J nl ~ n'l', les relations (2) correspondantes ne peuvent suffire 
h d6terminer les effets d'6cran 616mentaire puisqu'il n'y a qu'une seule relation 
par paire d'inconnues Sk~ et S~k. 

Mais nous ne changeons rien en 6crivant chaque relation (2) sous la forme: 

~ <Zik~Zik>=2(nl, n'l')E(nl, n'l'), (3a) 

(nl) (n't') 

~k ~ (~  S~iZ~)=(1-2(nl'n'l'))E(nl'n'l') (3b) 

(nt) (n'r) 

5 Theoret. chim. Acta (Bed.) Vol. l i  
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2(nl, n'l') 6tant un param6tre auxiliaire positif inf6rieur ou au plus 6gal h 1, dgter- 
minant  la fraction de r6nergie 61ectronique relative ~t chacune des deux constantes 
d'6cran 616mentaire Skz = St,t,,,~,) et S~k = S(,,t,,,t). 

Ce faisant, nous obtenons une s6rie de 2N relations pour  N paires d'inconnues, 
rensemble 6tant fonction de N param6tres 2(n/, n'l') ind6pendants les uns des 
autres. 

La connaissance de ces param6tres 2(nl, n'l') nous conduirait ~t un syst6me de 
2N relations ind6pendantes ~t 2N inconnues, donc r6soluble. Les Zef f des orbitales 
de base s 'exprimant en fonction des inconnues, le calcul de ces inconnues se fera 
par un proc6d6 it6ratif. 

Nous sommes donc ramengs ~t d6terminer ces divers param6tres auxiliaires. 
Pour  ce, nous minimiserons l'6nergie totale par  rappor t  ~t chacun d'eux. 

La mgthode propos6e de d6termination directe des constantes d'6cran 616men- 
taire ngcessite donc pour  le cas des S(,~,,,t,) avec nl ~ n'l', une minimisation de 
l'6nergie par  rappor t  ~ certains param6tres. I1 convient toutefois, de bien remarquer  
que le nombre  de ces param6tres est au plus 6gal ~ la moiti6 du nombre  des 
constantes d'6cran 6t6mentaire. Ainsi pour  une configuration ls22s22p v avec 
2 < v < 6, nous avons 9 constantes d'6cran 616mentaire, mais seulement trois 
param6tres auxiliaires par  rappor t  auxquels nous minimiserons r6nergie, ce qui 
rend les calculs tr6s abordables. 

A titre d'exemple, pour  faciliter la compr6hension de la mgthode que nous 
venons d'exposer, nous dgveloppons en appendice, les calculs dans le cas des 
configurations ls2 2s"2p ~. 

R~sultats 

I. Cas d'~lectrons d~crivant des orbitales de m6me ne t  l 

Nous sommes alors dans le cas tr6s simple o/a les constantes d'6cran 616men- 
taire, du type S(,~,,t) sont calculables directement. 

Nous  avons consid6r6 les orbitales ls, 2sn (hydrogenoide), 2s s (type de Slater), 
2p. Pour  les orbitales 2p, les constantes d'6cran que ron  peut calculer sont nom- 
breuses, elles correspondent  aux diff6rents 6tats des configurations 2p" avec 
2 < n < 6 .  

Dans le tableau 1 nous avons consign6 les r6sultats obtenus pour  les diff6rents 
6tats multiplets des configurations ls z, 2s 2 et 2p". 

Tableau 1 

Configuration ls 2 2s~ 2Ss 2 2p 2 

Multiplet is 1S 1S 3p 1D 1S 

Ecran 616mentaire 0,312500 0,300781 0,363281 0,328125 0,370312 0,433594 

Tableau 1 (continuation) 

Configuration 2p 3 2p 4 2p 5 2p 6 2p" 

Multiplet 4SO ZDO 2po 3p i D t S 2po t S moyen 

Ecran 616mentaire 0,328125 0,349219 0,363281 0,345703 0,352734 0,363281 0,349219 0,349219 0,349219 
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Tableau 2 
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Configuration 2p 2 

t~tat spins oppos6s m~mes spins 
2p (m=0), 2p(m= +1) 2p (m=0), 2p (m=0), 2p(m= +1), 
2p(m=0) 2p(m= _+1) 2p(m= +_1) 2p(m= _+1) 2p (m= -1) 

Ecran 
616mentaire 0 , 3 9 1 4 0 6  0 , 3 7 0 3 1 2  0 , 3 4 9 2 1 9  0 , 3 2 8 1 2 5  0,328125 

Le t ab leau  2 est re la t i f  ~t des 6tats de la conf igura t ion  2p 2 dans  laquel le  nous  
imposons  aux deux 61ectrons de d6crire deux fonct ions  sp in-orb i ta les  bien d6 finies. 

II .  Cas des configurations 1s2 2sU2p v dans leur d~tat le plus stable (u = 2 s i v r  O) 

Les calculs  6tant  dans  ce cas tr6s longs et tr6s fast idieux nous avons  en recours  
/t l ' o rd ina t eu r  du  Cent re  de Calcul  N u m d r i q u e  de Marsei l le .  P o u r  chaque  confi- 
gu ra t ion  nous  avons  effectu6 les calculs relatifs ~ l '6tat  mul t ip le t  le p lus  s table  de 
l ' a t ome  ou des ions, la charge  du  n o y a u  va r i an t  de 3 ~t 13, bornes  comprises .  

Les cons tan tes  d '6cran  616mentaire obtenues ,  ainsi  que les 6nergies calcul6es 
et exper imenta les  sont  rassembl6es  dans  le t ab l eau  3. En fait, les r6sultats  6tant  

Tableau 3 

Multiplet atome Slsls S2s2s S2pzp Sls2s S2sl.s Sls2p S2pls S2s2p S2p2s E talc E C. et E obs. 
(u.a.) R (u.a.) (u.a.) 

ls22s22p B 0,3125 0,327 0,005 0,852 0 0,987 0,290 0,323 24,502 24,4984 24,70926 
2po C + ,, 0,326 0 0,880 ,, 0,979 0,356 0,253 37,266 37,44280 

N ++ ,, 0,325 ,, 0,870 ,, 0,973 0,385 0,223 52,788 52,99004 
O +++ ,, 0,323 ,, 0,862 ,, 0,968 0,399 0,209 71.065 71,29974 

1s22s22p 2 C 0,3125 0,327 0,328 0,003 0,869 0 0,985 0,310 0,303 37,628 37,6224 37,85685 
ap N + ,, 0,326 ,, 0 0,880 ,, 0,978 0,365 0,245 53,828 54,07848 

O ++ ,, 0,325 . . . .  0,872 ,, 0,973 0,387 0,223 73,039 73,31938 

ls22s22p 3 N 0,3125 0,327 0,328 0,003 0,868 0 0,983 0,334 0,277 54,277 54,2689 54,61357 
4S~ O + ,, 0,326 ,, 0 0,879 ,, 0,978 0,366 0,244 74,250 74,61232 

ls22s22p 4 0 0,3125 0,327 0,346 0,003 0,866 0 0,983 0,333 0,277 74,551 74,5404 75,11244 
3p 

t rop  nombreux ,  nous  avons  jug6 bon  de faire f igurer dans  ce t ab leau  seulement  
les c a s  les plus  int6ressants  p o u r  les calculs relatifs aux mol6cules , / t  savoi r  ceux 
du  bore ,  du  ca rbone ,  de  l 'azote ,  et de l 'oxyg6ne. 

En vue de  facil i ter route  compara i son ,  nous  avons  not6 6galement  ~t cot6 des 
valeurs  exp6r imentales ,  les 6nergies calcul6es p a r  Clement i  et R a i m o n d i  [3] qui  
c o m m e  nous,  on t  pr is  p o u r  base  une s6rie min ima le  d 'o rb i t a l e s  mono61ectro-  
niques. 

Enfin le t ab l eau  4 rassemble  les charges  effectives ob tenues  p a r  nous,  p a r  
Clement i  et R a i m o n d i  [3] ,  pa r  Tubis  [11] et p a r  les r6gles de  Slater.  

5* 
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Tableau 4 

Multiplet Atome Nos  calculs Tubis Clementi et Raimondi  Slater 

Zt Zel  s Ze2 s Ze2 p Z '  Z e l  s Ze2 s Ze2 p Z e l  s Ze2 s Ze2 p Ze l s  Ze2 s Ze2p 

ls22sZ2p B 4,37 4,677 2,679 2,380 4,30 4,70 2,60 2,42 4,6795 2,5762 2,4214 4,70 2,60 2,60 
2po C ~ 4,93 5,688 3,558 3,536 4,93 5,69 3,55 3,52 5,70 3,60 3,60 

N ++ 5,42 6,688 4,550 4,608 5,60 6,69 4,51 4,58 6,70 4,60 4,60 
O +++ 5,94 7,688 5,554 5,646 6,26 7,69 5,44 5,63 7,70 5,60 5,60 

ls22s22p 2 C 5,22 5,682 3,316 3,097 5,12 5,69 3,31 3,06 5,6727 3,2166 3,1358 5,70 3,25 3,25 
3p N + 5,80 6,688 4,184 4,226 5,86 6,69 4,18 4,21 6,70 4,25 4,25 

O ++ 6,30 7,688 5,157 5,280 6,49 7,68 5,13 5,25 7,70 5,25 5,25 

lsZ2sZ2p 3 N 6,08 6,682 3,935 3,824 6,09 6,69 3,93 3,83 6,6651 3,8474 3,8340 6,70 3,90 3,90 
4S~ O + 6,67 7,688 4,816 4,901 6,77 7,68 4,83 4,89 7,70 4,90 4,90 

ls22s22p 4 0 6,89 7,682 4,609 4,444 7,01 7,67 4,62 4,44 7,6579 4,4916 4,4532 7,70 4,55 4,55 
zp 

Discussion 

I. Validit~ et limites de la m~thode 

En premier  lieu, il convient  de noter  que notre  m6thode  de calcul des constantes 
d '6cran 616mentaire malgr6 les contraintes  inh6rentes ~t la signification physique 
que nous  leur avons  donn6e,  n 'entra lne  pas une mauvaise  6nergie totale. En effet 
si nous  comparons  nos 6nergies/ t  celles obtenues par  Tubis [11] et Clementi  et 
Ra imondi  [3] ,  qui utilisent c o m m e  nous  une s6rie minimale d 'orbitales de base, 
nous cons ta tons  une quasi-identit6 des r6sultats. 

Bien plus, le tableau 4 met  en 6vidence un 6cart m a x i m u m  de 2% 2 entre nos 
charges effectives d6duites de nos  constantes  d '6cran 616mentaire et celles de 
Tubis, Clementi  et Raimondi ,  obtenues directement  c ' e s t / t  dire en minimisant  
l '6nergie par  r appor t  aux Z~ff. 

Le fait que notre  m6thode  ne nous  fasse rien perdre en 6nergie et permette  de 
retrouver  les Zoff obtenus  directement,  est tr~s important ,  car il confirme dans 
une certaine mesure  la validit6 de l ' interpr6tat ion physique que nous  donnons  
aux constantes  d '6cran 616mentaire. 

Bien entendu, consid6rant  une s6rie minimale  d 'orbitales de base, nos 6nergies 
sont  moins  bonnes  que celles obtenues  en 6tendant  la base [2].  I1 ne faut en effet 
jamais  oublier que dans tous les calculs relatifs aux a tomes ou aux mol6cules, nous 
ne pouvons  qu'am61iorer les r6sultats en augmentan t  le nombre  d 'orbitales de 
base, la s6rie infinie devant  donner  des r6sultats parfaits. Mais  la not ion d'effet 
d '6cran devient alors moins  pr6cise et les calculs beaucoup  plus longs. 

II.  Influence des orbitales de base et des diffkrents ~tats d'une m~me configuration 
(n, 1)" sur les effets d'~cran 

Le tableau 1 mont re  r influence non  n6gligeable de la forme analyt ique des 
orbitales sur les constantes  d '6cran puisque lorsque l 'on passe d 'une  orbitale 2s 
hydrogenoide / l  une orbitale 2s du type de Slater, S2s 2~ passe de 0,300781/a 0,363281. 

2 Seul un r6sultat, Zeff(2s ) du bore diff6re de 4 %. 
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Ce m~me tableau met 6galement en relief l'influence, qui peut ~tre tr6s importante, 
de l'6tat multiplet d'une m~me confgurat ion 2p". Ainsi pour la configuration 2p 2, 
Szp2p vaut 0,328125 pour l'6tat multiplet 3p et 0,433594 pour l'6tat 1S soit un 
6cart relatif de 35 % ! 

I1 convient de noter ici que si nous consid6rons pour chaque (n/)" l'6tat 
correspondant ~t l'6nergie moyenne de la configuration, nous retrouvons, pour 
les 'constantes d'6cran 616mentaire, des r6sultats identiques/t ceux de Hansen E4]. 

Le tableau 2 suffit ~t pr6ciser l'influence des 6tats de valence d'une configuration 
donn6e sur les effets d'6cran. Ainsi la constante d'6cran S2pzp passe de 0,328125 
pour l'6tat (2p(m = 0), 2p(m = _+ 1)) les spins 6tant alors les mames, ~t 0,391406 pour 
l'6tat (2p(m = 0), 2p(m = 0)) les spins 6tant 6videmment alors oppos6s. Ce fait est 
tr6s important car n'oublions pas que dans les calculs mol6culaires nous prenons 
comme base les orbitales des atomes pris dans un 6tat de valence d6termin6. 

I lL  Comparaison entre nos r&ultats et ceux donn& par les r~gles de Slater pour 
les configurations ls z 2s 2 2p v 

Le tableau 3 pr6sente les effets d'6cran 616mentaire calcul6s dans le cas des 
6tats les plus stables des configurations 1s22s22p v. Nous constatons un bon 
accord avec les r6gles de Slater pour ce qui est des constantes d'6cran 616mentaire 
Sis ls, Sls2s, S2s ls, S2s2s, Sls2p, et  S2p2p. En effet nous trouvons pour ces 6crans des 
valeurs ~t peu pr6s constantes et 6gales en moyenne respectivement ~t 0,3125; 
0; 0,865; 0,325; 0 et 0,34 alors que Slater propose 0,30; 0; 0,85; 0,35; 0 et 0,35 ce qui 
correspond ~ des 6carts relatifs maximums de 7 %. 

Par  contre si nous consid6rons S2vls, S2sEp et  $2v2, le d6saccord est 6vident 
puisque Slater donne respectivement 0,85; 0,35 et 0,35 quels que soient la confi- 
guration et le degr6 d'ionisation de l 'atome alors que nous obtenons 0,975 en 
moyenne pour S2pls et des valeurs tr6s variables (0,22 ~ 0,40) pour SEsEp e t  S2pEs. 

Ces derniers r6sultats peuvent malgr6 tout tr6s bien s'6xpliquer. En effet si 
nous consid6rons les courbes donnant la probabilit6 de pr6sence en foncti0n de r 
pour les orbitales ls, 2s orthogonales ~t ls, et 2p nous voyons que le recouvrement 
des courbes relatives aux 61ectrons ls et 2p est quasiment nul et en tous cas bien 
moindre que celui des courbes relatives aux 61ectrons ls et 2s. Dans ces conditions 
il est normal que l'effet d'6cran $2,~ soit inf6rieur ~t l'effet d'6cran $2p1~. 

Pour  expliquer les variations tr6s importantes de S2pEs et  S2sEp ainsi que leur 
6cart parfois consid6rable nous ferons appel aux rayons moyens: 

_ S r z  2 d'c 

5 Z z dz 

des orbitales 2s et 2p. 

I1 est en effet logique d'admettre que si r2JF2p > 1 nous ayons S2s2p > S2p2s et 
r6ciproquement. 

Or nos r6sultats respectent cette logique puisque: 

Dans le cas du bore pour lequel F2JF2p = 0,96, nous avons S=,2p= 0,290 et 
S2p2s = 0,323 donc bien S2s2p > S2p2s. 

Dans le cas de O +++ F2JF2p = 1,14 e t  SEs2p = 0,399, SEpEs = 0,209. 
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Enfin dans le cas du carbone F2s/~2p = 0,98 -~ 1 e t  S2s2p : 0,3095 6quivalent ~t 
$2p2~ = 0,3025. 

Toutefois si les divergences entre nos constantes d'6cran 616mentaire et celles 
de Slater sont parfois importantes,  il faut bien remarquer  que nos charges effectives 
et celles obtenues par  Slater sont 6quivalentes. Ainsi l 'accord est quasi-parfait 
pour Zorf~, ~t 0,1 pr6s dans le cas le plus d6favorable pour  Zorf2 ~ et Zorr2 p. Bien 
plus dans ce dernier cas si nous consid6rons ia somme Zof r 2~ + Zoff2p l 'accord 
redevient alors excellent. Or  l'6nergie associ6e ~ une orbitale 2p 6tant du m6me 
ordre de grandeur que celle d 'une orbitale 2s, il en r6sulte, compte tenu 6galement 
des propri6t6s des extr6mums, que l'6nergie totale des atomes ou des ions, obtenue 
par application des r6gles de Slater sera tr6s voisine de celle calcul6e par notre 
m6thode. 

Le d6saccord entre nos r6sultats et ceux de Slater ne sont donc importants 
qu'au niveau des contributions de chaque 6lectron aux constantes d'6cran a(,t). 
Mais il n 'en demeure pas moins que, vu l'influence primordiale des 61ectrons de 
valence 2s et 2p dans les calculs relatifs aux mol6cules, ces d6saccords peuvent 
avoir une influence sensible. 

Conclusion 

Notre  6tude a montr6 que les constantes d'6cran ~l~mentaire d6pendent en 
fait non seulement des nombres  quantiques nl et n'l', comme le voudraient les 
r~gles de Slater, mais aussi des fonctions spin-orbitales de base, de la charge du 
noyau, de la configuration et de l'6tat consid6r6. Nous  rejoignons en cela, la 
conclusion de Clementi et Raimondi  [3] et dans une certaine mesure celle de 
Slater, qui a lui-m~me fait remarquer  [7] que ses r6gles ne pr6tendaient pas ~tre 
autre chose qu'une premiere orientation pour  des 6tudes ult6rieures plus pr6cises. 

Uint6r~t du mod61e propos~ est d'atteindre sans ambiguR~, puisque par le 
calcul, les variations des constantes d'6cran ~16mentaire suivant les diff6rents 6tats 
des atomes ou ions. Nous  pourrons  donc d6terminer, dans les calculs relatifs aux 
mol6cules, les divers coefficients d'6cran ~l~mentaire en fonction des diff6rents 
6tats de valence des atomes engag6s dans la molecule. 

Appendice 

D~termination des effets d'~cran ~l~mentaire relatifs aux configurations I s 2 2~'2p ~ 
dans leur ~tat le plus stable 

Nous avons 6videmment u et v tels que: 0 < u < 2; 0 < v < 6 mais nous ad- 
joignons u = 2 s iv  7 e 0. 

Rappelons que l 'orbitale 2s non hydrog6no'de s'6crit: 

2 s =  A  zoff 2 )s,2 r e x p l -  Zoff2s" ,'/2)+ Z,3," e x p , - Z '  r). 

Les coefficients A et B sont calcul6s dans chaque cas en 6crivant que l 'orbitale 2s 
est norm6e et orthogonale/~ ls. 
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Z' est d6termin6 en imposant que le th6or6me du viriel soit satisfait, c'est-/~-dire 
que: 

V - - - = T = - E .  2 
Pour les configurations 6tudi6es l'6nergie cin6tique T est: 

~1: ~ ~ 1~/+~/~ ~1 ~s)+~/~ ~ ~ ~p/ 2 

soit encore en posant: 

1~ = Zeff 1~ ; (2~ = Zoff 222 ; (2~ --= Zeff 2 J  2 , 

1~ / ~  s/ ,~ T = 2 " T ( 1 , + u  s -  V22 +v-~-~2p. 

/~ T - - Z  1 part l'6nergie potentielle ~ - - - + ~ - - ~  peut D'autre s'6crire aussi: 
ri (i j) rij [ 

/o~ z::ro/ 
Pour les configurations 6tudi6es nous avons donc: 

~= ~ / l s~  i s / ~ / ~ s ~ ~ / ~ / ~ ~ ~  ) 
soit encore 

Le th6or~me du viriel est donc satisfait si: 

1 = 1  1 2 s ~ 2 s  ) 

Cette relation tr~s simple nous permet de d6terminer dans chaque cas Z'. 
Le second membre de la relation (1) s'~crit pour les configurations 6tudi6es: 

E(nl, n'l') = E(ls, is) + E(ls, 2s) + E(ls, 2p) + E(2s, 2s) 
(,t,,'t') + E(2s, 2p) + E(2p,2p) 

5 
avec E(ls, ls) = Jlsz = ~-  ~a~, 

E(ls, 2s)= 2u(Jls2~-l  K,s2~) 

( 1 ) E(ls, 2p) = 2v J l~2p-  T KI~ :p ' 

u(u -- 1) E(2s, 2s) - ~ J2~,  

1 E(2s, 2 p ) = u  . l)(J2s2p-- T K2s2p ) . 



72 L. Pujol et J.-CI. Simon:  

Quant ~t l'6nergie d'interaction 61ectronique des 61ectrons 2p entre eux, E(2p, 2p), 
puisque nous consid&ons pour chaque valeur de v l'6tat multiplet le plus stable 
nous avons [-7], compte tenu de 

93 F~ 2p) = ~ - ( 2 p ( u . a . )  et 

v Etat fondamental 

1 2po 

2 ap 

3 4S 

4 ap 

5 2po 

6 xS 

45 F 2 (2p, 2p) = G 2 (2p, 2p) = ~ (2v (u.a.) : 

E (2p, 2p) 

0 

FO(2p, 2p)_@FE(2p, 2p)= v(2-1) 84 
~-6 (~ 

o 15 2 v(v-1) 
3 F (2p, 2p) - ~ -  F (2p, 2p) = 2 

6 F ~ (2p; 2p) - ~ F 2 (2p, 2p) = v(v2- 1) 

10 F ~ (2p, 2p) - 2 ~  F2 (2p, 2p) = v(v2- 1) 

30 2 v(v- 1) 15V~ Zp)--~F (2p, 2p) - 2 

Nous pouvons donc poser: 

v(v- 1) E(2p, 2p) = 2 

Le premier membre de la relation (1) s'6erit: 

- -  K(2v. 

En explicitant 

a l s  = Sis  is + u S l s  2s -t- 1)Sis 2p ,  

O'2s = 2S2s l s  -}- (u - 1)S2s2s + 1)S2s2p 

O'2p = 2S2v is + uS2v 2s "~ (V -- 1) S2p 2p 

On obtient: 

2( l s~ l s )+2u[ ( l s fL~L l s )+(2s -~2s ) ]  

84 
256 ~2v 

88,5 
256 (2v 

89,4 
256 (2v 

89,4 
256 ~2v 

(u~O), 

(v~o). 

U~galit6 des termes relatifs aux nombres quantiques (nl, n'l '), de chaque membre 
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de (1), nous donne une s6rie de 6 relations ~ 9 inconnues: 

2 ls ls = E(ls, ls) = Jl~2 =-~- ~ls, 

~J2s2 ,  

1 K 

Compte tenu de: 

12sl2s)=X (X est voisin de ~2J2), 

et en introduisant pour les trois derni~res ~quations les param~tres auxiliaires 
2(nl, n'l') correspondants, nous pouvons 6crire les 6quations (2) sous la forme: 

Sl~l~=Ji~2/2.~l~=~ 

S2,2p ~sd2" x J (3) 

Sts2s = 2( ls, 2s) (Jts2s-lKls2s)/( ls 

S2sis = (1-- 2(ls, 2s)) (Jis2s-lKls2s)/X 

S2pl~=(1--2(ls, 2p))(Jl~2p--~Kl, ap)/((2J2) (3a) et (3b) 
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Les p a r a m 6 t r e s  2 ( l s ,  2s), 2 ( l s ,  2p) et 2(2s, 2p) 6 tan t  d6 te rmin6s  en  m i n i m i s a n t  
l '6nergie  p a r  r a p p o r t  & c h a c u n  d 'eux,  n o u s  a v o n s  a u t a n t  de  r e l a t i ons  que  d ' i n c o n -  
n u e s  (les c o n s t a n t e s  d ' 6 c r a n  616mentai res  Stnl,n,r) ). Les o rb i t a l e s  l s  et 2p 6 tan t  
hyd rog6no ides ,  Sls ls et S2p 2p s o n t  ca lcu lab les  d i r ec t emen t ,  S2s 2s et les Stn~,~,z,) avec  
nl ~ n'l' n6cess i ten t  u n  ca lcu l  it6ratif.  

Nous remercions Monsieur le Professeur A. Julg, qui a bien voulu nous conseiller et relire le 
manuscrit, ainsi que le Docteur M. Bonnet et Monsieur P. Caries, de notre laboratoire, qui nous ont 
initi6s ~t la programmation. 
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